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	��>�����O#6�������% � ����� ���������� ,T�����>�����C� �����>��,T��� �������$)P�>�������*6��+��� ��� 'V��)����*6��+� �������>� ,T�����>���
3���P��������� :LO ��	�� ,4�P��� �2���� ��,T3M������� ��� ��	����>��������0�������+�����������U��	��������	 ��	��9���������� �����
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��	�� ,4�>�����3�	�������� ��������� �>� �����T3��������� �
��:���� ����� ��� �?<�3*��� ����� ���.:*� �����������*� ������� �������� ��	��
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� ' �Q����3*��� ���N	;���N��� :*� $ ������� % � 	�� ' ��$� ��	��>�
IP������� ��$ ��	�� ��� )�� / ���0)+�E���>����	;��� :*����� �
	��������
��� :*� ?P% H2,4,/6L����� ��	��N�>�����$)P�>���;������+�$���'����N�����$GM������� '��>��	T�����$GM�����>�,� �������� ��� ����������1� ������L��S
$ ������ �����������>�,��% � 	���� �������������,�.��� ��������>����� " ����3*����������� ����� ��������T����������O " ���
�����J���������E�������
3����3M������>���;��(��� ��	��4� IL�;����4��$V��	��T�+�>��������>� �� 5;�*��� % AN��' �*)���+6 ��	�� ��� )�� /=� �0)P�>���>��� ����4��3 "
����������!���!3��,�>�����!,T�+����% Z �����>�����,�4��3.��5;�+�>�.�>�!� � �0)P�>� O5������,�>�������!�Q��OP�;��,T��� :*��	���)P�>�����$
��	�� ��������;������� $ ��+IL��������O $ ���, ��	�� �����E��� �!�7���!��	��95;�;�� ���
������% � 	��>� ��� �����Q���!��	�� ���������� ��
,4����� ��$ ��	���� �0)P�>� O�'V��$����% � 	�������������>������:M��	;�0)P���� �>� �����������������J�>� �����
����� �>�Q�
	;��3�����7.�% C�%H%��
������������� ��$ ���3M� ���>���$)��N�?<����>�������>��� ��$ ��	������0)+�E���>���+6 � ���������S $ ������������������>�,� ���73�������>���
��:,����$ ���,
3��,�>��� " ��� " 3��,�>����% � 	�� )�����������>��� ��$ ��,T3,�>�>������� �����.3�	;����� ��$'��	�� 8NK 5;�*���5�����!:M� ���������>��������
�������*� ������� $ ���, ���0)+�E� O ���Q� �0)P�>� O�% � 	�� ��������,� �������5������F��O ��3�������!�������������!�����>OJ:LO � ������L��S
$ ������Q��� �������>�,� '��>��	������ 8NK $ ������:����
I ������������� ? � H �;DGA  � $ ��U�������+�>����<������� ���������������� ��$��� � �  ?#� 3 R=4 , ������	��2�����J��$(��	��=��������� � ��� )�� / ��A�AM� � 3J��� FM� � %

8:9<;=9�� ��� � ?"! B��#�E?ADGI%$ BEBED=B D'&(� H���)*� @+��D=B�,-�/.
8�K ������������;�>��I��UI �EOP���������� ���� ��<+3M�������>)��T���*)P�>������% � 	�� ��<+3*������������ '��>��	5�?<+���������,� I-�>OP����������
	;������	��
'�� ��	;�<� ,4����OQ��,4��$����V�����>�������� ,4�������<+3*�������$)��U��	;��� $ ��'V��N	��$��	 " 3M��' ���I �EOP�����������%
/ �������� �������T��$M����3��E�
��+���M)�������,T�����7��� ����:M� �?<+3M��������� �E$ � ���� ��� �L��, :*��#��$*� �0)P�>�������'���� ����$)����
:�O ����� �������#����I-�>OP�������� %�L � ��� K 4 ��� )�� / 6*�>���>��3�� ���������J���4����3�3,�EOB.�? ���0)+�E���>����:�O �T���>�,�#���
DGA 3 W 	�����	 " 3*��'V���I-�>OP�������� %UK;�� ��	����������������6 ��	�� 8�K ����������#� ��OP������, 	;�������Q����������#� ��	��
)��������� ����, ��$ ��	��2�������*������������,� 5��+����� ��$(� ����������#� �������������Q��$�.�?U� �0)P�>���>����% � ����>:�����������T��������
��� ��,43,�>�>������������� 3�	;����� ��$(��	������ �>�����>)+�>���;�� 5;�*����� ��������>����� ��� �������>����������M������F��OQ��3�������J�>�
��	��U3�������������U��$#,T�������3�	�������������������% � 	��U,T� �����������)��������� ����, ����� ��	��U�������;�� )��������������,
������� :�O.��	��4:M����, ���$GM�� ��� �������������U��$ ��	������ ���������% � )���� �>$�� ����������#� ��OP������, ���
��:��$���>S����
��	��J,T� ����������()��������� ����, 3M���$ ��� �J�EO#6V��	�� ,T�������3�	��������Q���������J��������>���T��� � ���$GM�������� ��� ���;�!�
)��������� ����, $ ���, ,4������ " 3��,����� ���!,4������ " 3���������% � 	��>� ��� ����� ���!���$GM�������� ������ ��O ��������� 3M��
�����L����#�M���������>��� %#/ ����������#� �������������Q�>� �U��������,� ��$ ���0)+�E���>���O'�	������ )��������� ����, ��� ����������#�$����� :LO
����� $ ������:;���
I5��OP������, ��� ������� ���!��	�� I-�>OP��������C'�	����
	!$ �������2��	�� ����)P�E��������% L � K ��������T?+% ? 6 ��	��
���
	���,4�����>� ��$(��	��2,4������������J�����J�������;��E)���� ���������, ��$ ������	���� �0)P�>������� ��� ���>��3,���GO���� %

)+��,U�,� ����������� '��E��	 ���$GM��������9����)��+�>� ��$2,T�������3�	�������� �����>���J	;�0)��5:*����� ����������� ������% � 	��
���������������� $ ��+IL���������>���2��$ ���5��������,U:,��� ��$ ���0)+�E���>����	;�0)�� :M�����.��������,T���5��� :*�T�2��������� ��� ����� "
�����:��+����� $ ���, 3��,�>���Q���.3��,�>��� ��� ��	��/���>)���� ,T�������3�	�������� ����,����% � 	��>� ������,�>���4�>� ���$GM��������
��,T3,���E��������� �����Q3�	;������� ������������>�,�U���U��	�� ��������;������������F)���� ��$ ��	���� �0)P�>��������% � ��:,����?+%>D ��	���'��
��	�� ��+IL���>����J��,T3,���E������� " ����� 3�	;����� " ������>:���<������� ������������ O $ �� � ' �4���$GM�������� ��������3��
��:,���2��*� � "
���>)���������F��O �����>�Q�������� $ �� ���$GM�����������������,��� ��$ ,4�P���,�>����% � 	�� ������F��O9������� �10���� ��	��������� ��O
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K �������� ?+% ?+ � 	�� ,T� ���������� )���� ���� ����, ��$ ������	�� ����)P�E�������9'��>��	 ��,T3,�>�>�������5����� 3�	;�����
� ��>��:�������>���5��������U���>G ����0$ ���, ��	�� ��� ���;���)��������� ����, ��$ ��	�� �������+�>��������>�,�
5;�+�>��� ���2������� :�O ��	�� :M����,J% L �!��	��43�������������4��$V,4�>�����3�	����������*6 ��	��4����������
)���� ����V����, :;�������;������� $ ���, ,4������ " 3��,��������� ,4������ " 3��������N�*)����9'��>��	 3M���$ �����
��,43����>������������� 3�	;�����0����������� %

'�	����
	 � 3;������>�+��� ����������:�O!��	��@���>)���� ��,T������� ��$ ���0)+�E���>���='�	����>�/� � ��0+��� 	����>����	��4��������������,�
������F��O �������J������������������!:LOJ� �!����:����������� �����������$#��	�� )��������������, % L ��	;����:M������,T� ��)+�>�������
��	;������������>������� ��>��:�������>��� �������� �����L����>:������2, ���
	B�>����� ��� ��	��������� ��O �������Q������ ��	;���J3�	������
���������% � 	�����������	��
'��5�>� K(��������0?+% . '�	����� D �T����)P�E������� ����2$ ��� :�O ����� I-�>OP�������� %�L �J��	��;�>��$ �
��� ������,/6���	��N������,�>�����,�0������ ��O@������� ������ �>� 3������������@)��������� ��	�� ��,43����>��������� �!����:����������� �������%
� 	������:�O �>�#�>�#��������,T��� ��	;���#��	�� 3�	;�������'��$*��	�� �������>)P�����;�!�+����)P�E�������'���� ������>:���<�����;'��>��	������ D�� %
� 	��U��$��	�� ��� ������, ��	���'��N��	��U���)���������!� �����;'�	�����0��	��U������F��O/�����>�J������N�>�N3,�>��������� )���������
3�	;�����T� �!����:����������� �������% � 	��4��,T3,���E�������0� ��>��:�������>��� ������ �>�����5��	��4����,��� ��$�� D A	� % � 	��
�>��������� ��� ������� � ��� . �PD A��������J��	��U,T�������3�	������������������ ����)��*� ���
� DGA A�S�� �,T� � % � ���
	 3*�������
� ��������J� ���0��	�� 3,�>��� ���3�������������#��	��V$ �#���>��'����,�� �N����� ��$*��,T3,���E������� ����� 3�	;�����V� ��>��:�������>���0��������
'��E��	��>�T��	��1���$)���� ����,����	;��� :M����� �
	�������� ����� I���3�� ���������
������% � 	�����6+,4�>�����3�	����������'����������� ���
������F��O9:;��� ���;�<������� ��������� ��	������ � ��>��:�������>��� ���������% � 	��2��������>���>�,� �,T� ������ ��O�������� ������ ���
3������������ ����� ���������%

� � ,T��� � ��	��T������ ��O.��3��� ��� ��*IL�������,T�������*6 ��� ��3�3����3��� �����T������>:���<������� ,4� ��	��P�!$ �����	��
)���� ���� ����, 	;���7���U:*�N��3�3,�>����� % L �V�>� ��)P�������L� ��	;�<� ��	�� ,T������ �0)P�>�������V����N$ ��� :�OT����� I-�EO+���������6
��	�� ,4����J��+��� <+��� ��	�� ��+IL���>���,4���L���4$ �� ��	��J������>:���<������� ��$���,T3,�>�>������� ����� 3�	;����� �����% L �
��	����,�>�5��>��� :*�U,T���������������J��	;��� ��	��0�����
�!� ������F��OJ��3��� ���5�����������5:�OB)��������������, � ��>��:�������>���
��������N�������� ������� '��>��	 ��	��0� IL�;����U��+������$ ��	��0�P��, :M��N��$#���O���,T�+���,�����N�>� �4����������#� ����� ���>��� %
� 	��4������F��OC�����>�.�������� ����T3��������,4��:,�>O �����������*� �������(� ,T�������3�	�����������������	�� ,4����� ��+�>�*)������
�� ������� � % K;�� ��<���,T3,�>�� ��� ������F��O ������� ������ ��$�C �1DGA  �� 3*�� ����������������� )���������T����, ��$N�
����������#� ����� ������� ������,�E���U�>� ��� ������ ��O ��3��� ��� �����������:������>��� ��$�? � . �;D A  �� � ��� )�� / ��A�A/'��E��	
� 2.�A�H I-�>OP����������J� %
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 -:����;9<=����>���1 $

? ��@BA C C C C
D ����<E�	���	��1 ' ��@BA �EF ' � C C C

����@BA �EFHG � �EFHD � �EFJI � �EFH� �
��@�A ��FJI � ��FJI � ��FHK � ��FHK �
? ��@BA C C C C

��K ���L<M�����	��1 ' ��@BA �EF ? � C C C
����@BA ��F ' � ��F�� � ��FN� � �EFHD �
��@�A ' F ? � ' F ? � ' F ? � ' F ? �
? ��@BA �EFN��� � C C C

' ? ���L<M�����	��1 ' ��@BA �EFH� � C C C
����@BA ��F ? � ��F ? � ��FHO � ��F�� �
��@�A ' FHD � ' FHD � ' FHD � ' FHD �
? ��@BA �EF�� � C C C

O ' ���L<M�����	��1 ' ��@BA �EFHK � C C C
����@BA ��FHK � ��FHK � ��FH� � ��F ? �
��@�A OMFHO � OMFHO � OMFHO � OMF ' �

 "!P# 0 $ � 	 �
# 0 & ? ) ���  �� �4�������5���6�	�7-6.6��14�8�������	���������	��
9���������

 -:����;9<=����>���1 $
? ��@BA �EF ' � C C C

D ����<E�	���	��1 ' ��@BA �EFHK � �EF ' � C C
����@BA ��FJI � ��FJI � ��FJI � ��FH� �
��@�A OMFHK � OMFH� � OMF ? � OMF ? �
? ��@BA �EF ? � C C C

��K ���L<M�����	��1 ' ��@BA ��FN� � �EFHK � C C
����@BA ' FHO � ' FHO � ' FHO � ' F ' �
��@�A ? FJI � ? FJI � ? FHK � ? FHK �
? ��@BA �EFH� � C C C

' ? ���L<M�����	��1 ' ��@BA ��F ' � �EFHG � C C
����@BA ' FHD � ' FHD � ' FHD � ' FHK �
��@�A �MFJI � �MFJI � �MFHK � �MFHK �
? ��@BA �EFHK � C C C

O ' ���L<M�����	��1 ' ��@BA ��FHO � ��F ' � C C
����@BA OMFHO � OMFHO � OMF ' � OMF ' �
��@�A KMFH� � KMF ? � KMF ? � KMF ? �

� ��:,�>� ?+%>D� R �������� ����, ������>:�����������N��*IP�������,4������� $ �� ��,T3,�>�>��������� ��������>�����?�M�����23�	;�����'��$
��F " ���*��������)P�E� O0��� ,T�����(��	�� ��*IP�������� �,T� ������F��O �����>�U�������%�3J�>�����3�	���������� ���
��������,T��� ���2:*�N� ������������� �����������:�������� '��>��	 '�������	 � 3 % /N,43����>�������V�����T3�	;�����
������>:�����������U��������'��$*��	�� )���� ����7����, ����������>$ ���,��EO0����������>:�������� ��� ��	������>)����
����,���/� 3M����IB)���>����� %U/ :;����>�����>� ������� ��	;������	�� ��+IL���>����.������F��O �������5������
������������:*�2�� ���
	����/'��>��	Q��	�� ������������>�,� ������������L��������>:���<������� �������%
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phase calibration 
accuracy: ± 1°
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ampl. calibration accuracy [%] phase calibration accuracy [deg]
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gradient calibration
accuracy: ± 10%
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K �������� ?+% .� � � $ �  � ����F��O;�������0������ )������������������������(� ��>��:�������>��� �������������O $ �� ��	��O)���� ����
����,=����������#� ��$'D�� � �0)P�>��������% � 	���3�	��������������������>:���<������'��>��	���� � D�� ����� ��	��
,4�>�����3�	������>�������>���2�>�*)��*� ��� � DGA@ANS�� �,4�J� %
8��$��	��  � ���� ��O@������� ������ )��������� 3�	������N� ��>��:�������>���T������������ O4$ ��7��	��7)���� ����
����, ����������#����$ D���� �0)P�>��������% � 	�����������>������� ����V� ��>��:��������� '��>��	���� � DGA � �����
��	��2,T�������3�	������������������2���*)��+� �>� � DGA@ANS�� �,T� � %

8:9 ;J9 � � ��I @ H�� � D�� � ��I @ H%� H���B�� ��� �"� @+�����#� ? DJI K
)P��3M�������������� ���>�,� � �0)P�>���>��� '��E��	Q	��$��	9�����������9IL�;��>�>� OT$ ���������� ��� 3*�����������7���� �����
	;�������������>�������
����,T�Q���������
���L����� % /N�4�!���������*IP���������6 ��	��95��$���>�,� ���>,4��� ��$ ��	�� � �0)P�>���>��� $ ���, S�����!���!��	��
����,4�>�;��'�������*����������>�,�B5��+��� ����4���*)������ 	L���������� ,T���������������������%J/ :������
	 3;���������,�J��	�����,��	
��	��2� �0)P�>� O�'��E��	 � 	��$��	 :������
	 �
	;��F���2��<P�����������������F��O#6�'�	��>�
	 ������,�>������� � ��,4���� 6+�>,4,T����� �����
�����3J��$ ��	�� �������+������������,�@��������������N������>��� � ����������>����� ��$ ��	��U��,T3,�>�>��������% � 	��>�N������F��O 	;�������
:*� ����3�3,�>�����U:LOU��� 8�K 3*��'V�� ���������� :*��$ ���� �������*������������,����	�� ����<P�#:������
	 % � 	�� ����)P�E� O;)��#�>������
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f    = 1300 MHzRF f    = 1300.25 MHzLO

f   = 250 kHzIF

mixer
RF signal local oscillator (LO)

  down converted signal
(intermediate frequency)
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       time domain
differential equations

       time domain
 difference equations

complex frequency domain
 continuous transfer matrix

complex frequency domain
   discrete transfer matrix

Laplace transformation

Z - transformation

    transformation to
discrete representaion
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d�Dgaj_S>Z<RÈCr � � ~�>=690SHZDF:PDFLj0m[]>=Ljo 2?Lj0k:=Dg0`_SLj_SH$:=L�bSDFH=2K>=<K:=<v:P>P6{0SHZ[]<K>eo�6{:=>=D��
~$4;<�[Ç692n:PLj> 
 � � 	 � - >=<K8S>=<KH=<K0`:=Hv6\:=Dgo\<vbS<?fg6UX ,0-$Dg0*iE698Sfg692?<GbSLjo�69DF0�r�~$4;<A2?L9>=>=<KH=8JLj0SbSDF0Sa�:=Dgo\<
b;<?f�6UXvDF0 �NÉ1bSLjo�69DF0RDFHE6eoA_SfF:=Dg8SfFDg2U6Q:PDgL90�MODF:=4 �

�
r�~$4S<ubSDgHZ2?>=<n:P<�:P>=690SHZ[]<K>Eoz6{:=>=D �v2U6{0�IJ<�<��C8S>=<KH=H=<Kb

6{H
� 
���-?� �k�"� .`�
0 �� ; - � 2I4�687:9=� � �

�
& � � 0 F

�
�$- � � �*1 � 254�687:9P� � �

�
& ����� 9 5 ! C�D & � ��ÈCr��N�

�m§�� � ª-±�¬q¸�º9°vª � ±R·-ª�«UO°v¸�´Tº�·-»�° ¾���� ¸ ¿ ¸�·�°v¶ ¸
/10T:P4;DgH-H=<K2K:=DgLj0�Bj:=4S<$:P>=690SHZ[]<K>�oz6{:=>=DF2?<?H�L9[x:=4S<ODg0Sb;DFVWDgbS_S69fCHZ_SISH�XCH�:P<Ko�Hy�Ç<?fF<?o\<?0k:PHP��69>=<ObS<KbS_S2K<?b�r
~$4;<$bSDgajD�:569fk[]<K<?bSI76{25Á�2?Lj0k:=>=LjfFfg<?>�690Sb�:=4S<�:PDFo�<ubS<Kf�6UX�6{>=<�bSDF>=<K2K:Pf�XAb;<?H=2K>=DFIx<KbtI`XAbSDgHZ2?>Z<K:P<�:=>P690;H�É
[]<K>�o�6{:=>=Dg2K<?HvMO4SDFfg<t:P4S<\Vj<K2K:PL9>Ao\LCbS_;f�6{:=Lj>?B�:=4S<�Á`f�XCH�:P>ZLj0�690;b�:P4;<�:1M�L 8769HZH=I76{0Sb%o�LWbS<KHz� 	 É6{0Sb � ( 	 É o�LWbS<��-L9[�:=4S<�2?6UVCD�:1X�69>=<�ajDFV9<?0.DF0.6�2KLj0k:PDF0W_;Lj_SH�>Z<?8S>Z<?H=<K0k:56{:=DgLj0�r-~$4;<�:P>=690SHZ[]L9>=o�6{:PDFLj0L{[�:P4S<KH=<�2?Lj0k:PDF0`_SLj_SHuLj8J<?>P6Q:PDg0;a�bS<nVWDg2?<KH�:=L�6GbSDgHZ2?>=<n:P<e:P>P6{0SHZ[]<K>�o�6{:P>ZD���DgHu8x<K>Z[]Lj>Zo�<Kb�DF0�HZ<?2K:=DgLj0
ÈWrÊ�;r-Ä*LjHZ:�L9[x:P4S<O:P>=690SHZ[]<K>�oz6{:=>=DF2?<?H-[]Lj>�2KLjo�o\Lj0T<?fF<?o\<?0k:PH��][]L9>-<n�;69o\8Sfg<e6�fFL�MO8769H=H-|7f�:P<K>5��2U690
IJ<GfgLWLjÁ9<Kbh_S8*DF0hHZ:56{0Sb769>Zb�:=<n�W:eIxLWLjÁ`HOLj0h2?Lj0k:P>ZLjf�:P4;<?Lj>�Xh690Sb*69>=<y:=4S<?>Z<K[]Lj>Z<�L90SfFXzfgDgH�:P<Kb�r
��6k� ��� '*'��
	 ������ � � % � ����� '��~$4S<T[]<?<KbSI76925ÁY6{fgajLj>ZDF:=4So�DFHv>=<?69fgDFl?<?bY6{H�6h8S>ZLj8xL9>Z:PDFLj0769fÀak69DF0Y2?Lj0k:P>ZLjfgfF<?>�MOD�:P436hbSDgajD�:569f

fFLNMO8S69H=Hu|7fF:=<?>uLj0z:P4;<�DF0S8S_;:�b76{:P6;r-~$4S<�b;DgH=2K>=<n:P<�:=>P690;HZ[]<?>�oz6Q:P>=D �TL9[E6R8S>=L98xLj>�:PDFLj0769f7ak6{Dg0
DFH

����� �k��� � �,+ MOD�:P4hak69DF0�� �
~ÀL.2U6{fg2?_;f�6{:=<G:=4S<Ab;DgH=2K>=<n:P<�:=>P690;HZ[]<?>eo�6{:P>ZD��hL9[�:P4S<�bSDgajD�:569f}fgL�MO8769HZH�|7f�:P<?>KB7Mw<�H�:569>�:�MOD�:P4
:=4S<GbSDFÌx<?>Z<?0S2K<�<K^W_S6{:PDFLj0 � rF�9r

�/���!�*^�����,� . �
0 �
�
; � �/�����*��2� �

�
�������!�*U�

% �



� �����*^���Z�>� . �
0 �
�

; � �/�����*��F� �
�

���������*��
~�Le:P>=690SHZ[]L9>=o,:P4;DgHEbSDFÌx<?>Z<?0S2K<w<K^W_S6{:PDFLj0�DF0k:PL �QÉ1HZ87692?<{B9:P4;<�[]LjfFfgL�MODg0Sa�:=>P690;HZ[]Lj>Zoz6{:=DgLj0v>Z_Sfg<KH
476UVj<G:PLTIJ<�6{8S8SfgDF<?b �

:P>P6{0SHZ[]Lj>Zoz6Q:PDgL90.>=_SfF< � � �!�*^�����#0 � � � � � �k�� �!�*U�#0 � � � �k�� �!�*U�#0 � � � �k�
ËyIx<nXCDF0Sat:P4S<KH=<R>=_SfF<?H$XWDg<KfgbSH

� �w� �k�>� �
�

� 0 /K�
0 �
�
7 ������� �k�

�/�-� �k�>� �
�

� 0 / �
0 �
�
7 ������� �j�

~$4S<?>Z<K[]Lj>Z<9B7:P4;<G:=>P690;HZ[]<?>Oo�6{:P>ZD��zL9[À:P4S<GbSDFajDF:P69f}fFLNMO8S69H=H$|7f�:P<?>$DFH
� ��� � � � �j��� �

�
� 0 / � 0 �

�
7 �,+

/10*2KLj0k:P>ZLjf�:P4S<KLj>ZX.fgDF:=<?>=6{:P_S>Z<9B;6T|7>ZHZ:eLj>ZbS<?>$fFLNMO8S69H=HO|7fF:=<?>$DFH$ajDFV9<?0hIkX
2?L90`:=Dg0`_SLj_;HO:=>P690;HZ[]<?>$[]_S0;2K:PDFLj0 � bSDFH=2?>Z<K:=<G:=>P690;HZ[]<?>$[]_S0;2K:PDFLj0 �

� ��� � � ���Q�"� � ��� � �� � � ��� � � ��� � ��� � � � �k��� �G0 
 �������
	�� � � 	
� 0 
 �������	�� � � 	

MO4S<?>Z<R,0-ÀDgHÀ:P4S<�H=69o\8SfgDF0Sa�8J<?>ZDgLWbt690Sb � ��� � � :P4S<�>ZLjfgf É1L9Ìt[]>Z<?^`_S<K0S2KX9r-~$4SDgH�[]>Z<?^`_S<K0S2KXtDFH�bS<�É|70S<Kb�6{H�:P4S<�[]>=<?^`_S<K0S2KXt6{:�MO4SDF254t:P4S<$6{o�8SfFDF:=_SbS<uL9[7:P4S<wLj_;:P8;_;:-bS<K2?>=<?69H=<KH-:PLt� ��� @�L9[7:=4S<
Dg0S8;_;:$69o\8SfFDF:P_;bS<9r s 2KLjo�8S69>=DFH=Lj0�Ix<n:1Mw<K<?0m:P4S<�2?Lj0k:=Dg0`_SLj_SH�690Sb.bSDFH=2K>=<K:=<y>=<K8S>=<KH=<K0`:P6{:PDFLj0
XWDg<?fFbSH

.`� 0 �
�
;F� 
 �������
	�� � ��	 ��� � �^� � � � 0 �,0- fF01.W�G0 �

�
; �

~$4S<m>=L9fgf�É L9Ì%[]>=<K^`_S<?0S2nX�[]Lj>�bSDFÌx<?>Z<?0k:�|7f�:P<?>�8769>=69o�<n:P<K>=H � DFH�ajD�Vj<?0%DF0�:56{ISfg<.ÈCrF�9rq~$4S<
:P>=690SHZ[]<K>hoz6{:=>=D ��L{[�:=4S<qbSDga9DF:56{f�2KLj0k:P>=L9fgfg<K>.DgH.:=4S<q8S>ZLCbS_;2K:hL9[�8S>=L98xLj>�:PDFLj0769f�ak69Dg0¡690Sb
fgL�MO8769HZH$|7fF:=<?>�:P>=690SH�[]<?>Ooz6Q:P>=DF2?<KH?r

� $ ��� � � �k��� � ��� �k�3� � �^� � � � �k�"� � � �
�

� 0 /?�
0 �
�
7 �,+

�]I�� � % � )�' �1' �!� !s :PDFo�<�b;<?f�6UX�, 
uDgH->=<K8S>=<KH=<K0`:=<?b.DF0TiE698Sf�6{2?<$H=8S692?<OIkXT6y[Ç692K:=Lj>-L9[ 
 � ����� - MO4SDgfF<�Dg0TbSDFH=2K>=<K:=<
"jÃ



|7f�:P<K>$8769>P6{o�<n:P<?> >=LjfFf�É L9Ìh[]>=<?^`_S<K0S2KX
� �I�^� � �

� �	� 0;LT|SfF:P<K>
� �¹@ �B��� � � � �j��Ã�ÁWÅel
� � � �B��� � � � jÈtÁWÅel
� � � �B��� � � � � TÁWÅel
� �¹È �B��� � � � � TÁWÅel

~�69ISfF<AÈWrF� � cOLjfFf�É1L{Ì*[]>Z<?^`_S<?0;2KXhL9[�bSDga9DF:56{f}fgL�MO876{H=H$|7fF:=<?>
�QÉ bSLjo�69Dg0mD�:ODgH$<��;8;>=<?HZH=<Kb�IkX�6t[Ç6{2K:PL9>$L9[ �

� � ru~$4;<R0`_SoAIx<K>���DgHO690�Dg0k:=<?aj<K>$o�_SfF:=Dg8SfF<�L9[:=4S<GHP69o\8SfgDF0Sa�:PDFo�<V,0- � � � � �� 	 r�~$4S<v:P>=690SHZ[]<K>Ooz6{:=>=D �.L9[�6�:PDFo�<vbS<Kf�6UX.DFH �
� 
 � ��� �-� �k��� �

� � �3+ MODF:=4�o � ~��~��
/10t:P4;<Oc�d�2KLj0k:P>=L9fSHZXWHZ:=<?o L9[�:=4S<$~
	u¤;i s ~À<?H�:�dJ6{2?DgfFDF:1X9BQ:=4S<�:PL9:P69f;b;<?f�6UXADg0�:P4;<�[]<?<?b;I76925Á
fFLCLj8mDFHR, 
 �¹È ��H?r "¢D�:P4�6\H=69o\8SfgDF0SaA:PDFo�<�L9[ ,.-"�	�/��H�M�<�a9<K:�� � ÈCr

�Ç2�� �	� ' � % �� ) � ��
 �!� % ��s V9<?2n:PLj>-o\LCb;_Sf�6{:=Lj>À2U690tIJ<�o\LCbS<KfgfF<?b�6{H�6�fgL�MO8769HZH�|7fF:=<?>ÀMODF:P4t>Z<?HZ8x<K2K:-:PL�:P4S<$Lj8J<?>=6{:PDF0Sa
[]>Z<?^`_S<?0;2KX&�3����r�~$4S<�>=<KH=8JLj0SH=<RL9[�6TH�:P<K8 Dg0;8S_;:e4769H�6tfgDgo\DF:=<?b.>ZDgHZ<G:=Dgo\<G690Sb�DgHOH=DFo�DFf�69>
:=L�6v|7>=H�:�Lj>ZbS<?>ufgL�MO8769HZHu|SfF:P<K>uMOD�:P4\>=LjfFf�É L9Ìz[]>Z<?^`_S<?0;2KX��� � $5r�Ä*<U6{H=_S>Z<?o\<?0k:PH�4S6�V9<�HZ4SL�MO0
:=476{: ��� � $ �S��@ 	 ��DgHe698;8S>=LU�CDgo�6{:P<KfFX*��Ã\Ä Å�l{r�~$4S<R:=>P690;HZ[]<?>$[]_S0;2K:PDFLj0hDgH$ajD�Vj<K0�IkX �

��� � $x���Q�"� �� � $�1� �� � $ � +
�Çb�� �  � !$# % � � �

~$4S<zÁWf�XWHZ:P>ZLj0�DFHA6�4SDgaj4�8xL�M�<?>Ac�d 69o�8;fgDF|S<?>yMODF:=4�6 IS690SbS876{H=HA254S69>P692n:P<K>=DgH�:PDF2.69>ZLj_S0Sb
:=4S<zLj8J<?>=6{:PDF0Sah[]>=<?^`_S<K0S2KXF�����E� @ 	 �;� � �  RÅel9rh/ :�2?Lj0SHZDgH�:PHAL{[�|SVj<z2U6UVWDF:PDF<?HRDg0�H=<?>ZDg<KH?r
~$4S<h6{o�8SfFDF:=_SbS<\L9[$:P4S<mÁ`f�XCH�:P>ZLj0%4769H�IJ<?<K0�o�<?69H=_S>Z<?b�V9<?>=HZ_SHt:P4S<.c�d []>Z<?^`_S<K0S2KX9r�~$4S<
69o\8SfFDF:P_;bS<�bS<K2?>=<?69H=<KHwIkXh�eb � 6Q:u6G[]>Z<?^`_S<?0;2KX\bSDFÌx<?>Z<?0S2K<OL9[O%RÄ ÅeleMOD�:P4T>=<KH=8J<?2K:u:PL �����
�  R6 �r�/10T:P4;<eH�:569I;DgfgD�:1X�6{0769fFXWHZDgH?Bj:=4S<$:P>=690SHZ[]<K>�254769>P6{2K:P<K>=DFHZ:PDF2$L9[}:=4S<OÁ`fFXWHZ:=>=Lj0\DgH-bS<KH=2K>=DgIJ<?b
IkX�6�|7>=H�:eLj>=bS<K>OfgL�MO8769HZHO|SfF:P<K>�MODF:=4*6t>ZLjfgf É1L9Ì�[]>=<K^W_;<?0S2nX*L{[H� * � �
�,@ 	 "\Ä Å�l{r

� * � �-���Q�"� � * � ��1� � * � � �,+
�Ç<�� � � � � � %.!~$4S<ebS<KbS_S2K:=DgLj0�L9[J:P4S<$:P>=690SH�[]<?>uoz6{:=>=D ��L9[�6v2U6UVWDF:1XTHZ:P69>Z:=HuMOD�:P4t:P4;<�bSD�Ì}<K>=<K0`:=D�69f;<?^`_76{:=DgLj0

�;r � � []Lj>$>Z<U69fE690;b*DFoz69a9Dg0769>�X\8769>Z:=H?r
�
�  � � � �!Z��2�1�!Z� � � � 0
� ��� � 0 � �

� � 0 � ��� � � � � � ��Z�������Z� � ����� � � ��� � � � ÃÃ � � ��� � �!Z�
� �1�!Z� � ��ÈCrÊ@j�

";�



s 8S8;fFXWDg0SaYiE698;f�692K<nÉ :=>P690;HZ[]Lj>Zoz6{:=DgLj0�690Sb�H=L9fFVWDg0Sa*[]Lj>�� � ���N� ��� �����N�RXWDF<?fgb;H��]MODF:=4 
w���N�-�� � � � � � ��Z�� � � � ����Z� � �
!w���Q�?� � � � ���Q��������Q� � � � ��� �

� � � �¹��� � � ��� � � � � � �:� ��� � 0 � �
� � � �:� ��� � � � � � � � � ���N�� � � � �����N� � �

��ÈCrÊ�j�
~$4S<G:P>P6{0SHZ[]<K>eo�6{:=>=D�� �%���Q�wb;<K|70S<Kb IkX !w���N�?� �����N�)� 
����N��DgH�:P4;<?>=<n[]Lj>=<GajD�Vj<K0*IkX
�&$ � �9���N�?� � ��� �

� � � �¹��� � � ��� � � � � � �:� ��� � 0 � �
� � � �:� ��� � � � � � ���?���Q� � � � ���Q�

� � �?���Q� � ��� ���Q��� ��ÈCr � �
~$4S<�L9Ì�É1b;D�69ajL90769f�<Kfg<?o\<?0k:=H.69>Z<*:P4;<*:P>=690SH�[]<?>�[]_;0S2K:=DgLj0SH\MO4SDg254�bS<?HZ2?>=DFIx<*:P4S<*2?Lj_S8;fgDg0;a
[]>=Ljo�>=<U6{f}:PLTDgo�69ajDF0769>�X�8S69>Z:=H�6{0Sb�VWDF2?<vVj<K>=HP6Cru~$4;DgHODgH$DFfgfg_;HZ:P>=6{:P<KbmDg0�d�DFaj_S>=<vÈCr ÈWr

H11

H22

H12

H21

I  (s)r

I  (s)i

V  (s)r

V  (s)i

d�DFaj_S>Z<RÈCr È � ~À>P690;HZ[]<?>�oz6Q:P>=D �3>=<K8S>=<KH=<?0k:P6{:PDFLj0%L9[$2?6�VWD�:1X�DF0S8S_;:�2?_S>Z>=<K0`:A:PL�2?6�VWD�:1X�L9_;:P8S_C:
V9LjfF:P69aj<9r

s HGbS<Ko�Lj0;HZ:P>=6{:P<KbYI`XY<K^`_76{:PDFLj03ÈCr � B�>=<?69f�690SbYDFoz69a9Dg0769>�Xh8769>�:PHR69>=<t2KLjo\8Sfg<n:P<?f�X b;<?2?L9_CÉ
8Sfg<Kb�[]Lj>�6h2U6UVWDF:1X3Lj8J<?>P6Q:P<?b�Lj0�>Z<?HZLj07690S2K<q� � � � � � � � ��Ãk��rmÅ�L�M�<KVj<K>?B-D�[w:P4;<z2U6UVWDF:1X
DgH\bS<K:=_S0S<Kb�B�:P4S<*69o\8SfgD�:P_Sb;<mL9[y:P4;<*bSDF>=<K2K:\:P>P6{0SHZ[]<K>\[]_S0;2K:PDFLj0SH�� ���?���N�t690Sb � ��� ���Q�t69>Z<8S>=L98xLj>�:PDFLj0769fJ:PL �

� []Lj>$4SDFaj4m[]>=<K^W_;<?0S2KDg<?HA����� � �w� �
B � ���K���N�$B � B � ��� ���N�$B�� �� []Lj> B � B���� ��� � � B � B�� � � �

MO4SDg254�o�<?690SHG:P4S<z69o�8;fgDF:=_SbS<T>=L9fgfgHvL{Ì IkX�@9Ã�b �"8J<?>RbS<?2?69bS<9r�/10�:=4SDgHR2U69HZ<9B�:=4S<z2K>=LjHZH
:P>=690SHZ[]<K>$[]_S0S2K:=DgLj0;H � � � ���N�O6{0Sb � � �?���N��69>=<G8S>ZLj8xL9>Z:PDFLj0769fJ:PL �

��� rB � � � ���Q� B ��B � � �?���N�$B�� �� � []Lj> B � B��#� ��� � �(B � B�� � � �
MO4SDg254 DgHm<K^W_;DFV{69fg<K0k:�:=L�6 � Ã%b � bS<K2?fgDF0S<Y8x<K>hbS<?2?69bS<9r ~$4S<32?Lj0S2Kfg_SHZDgLj0¢DFH.:P476{:h:=4S<
2?Lj_;8SfgDF0Sa*L{[�8769HZH=I76{0Sb�o\LCbS<TL9[�6*HZfgDga94`:=fFX bS<K:=_S0S<?b�2U6UVWDF:1X���� � DF03:=4S<zL9>=bS<K>RL{[ � ��� � �Ix<K2?Ljo\<?H�0S<?ajfFDgajDFISfg<v[]Lj>�4SDga94 []>=<K^W_;<?0S2KDg<?HKr�~$4;< �wLCb;<A8SfFL9:PHyL{[u6zbS<K:=_S0S<Kb�6{0SbY6z:P_S0;<?b
2U6UVWDF:1X¡69>=<�HZ4SL�MO0¢Dg0¢d�DFaj_S>=<�ÈCr�;r ~$4S<qI7690;b;MODgb;:=4¢L9[GIxL{:P4 DgH � ��� � � @C�NÈ�Åel9B�690Sb
:P4S<zbS<K:=_S0SDg0;a�DgH � �E����Ã9Ã�Å�l{r�~$4S<z:=>P690SH�[]<?>�o�6{:=>=D�� �����N�Gb;<?H=2K>=DFIx<KHtLj0S<z8S69H=HZI7690Sb
o�LWbS<{r�~$4;<.HZ:P69ISDgfFDF:1XqL{[�:P4S<zc�d�2?Lj0k:=>=LjfuHZXWHZ:=<?opDgHRDg0kVj<KHZ:PDFak6{:=<?b�:P69Á`Dg0Sa*Dg0k:PL 692?2KLj_S0k:
:P4S< 	 É�692K2?<Kfg<?>=6{:PDF0Sa\o�LWbS<�6{0Sb :P4;<�2?fFLjH=<KHZ:v876{H=H=IS690Sbqo\LCbS<{BJ:=4S< �( 	 É o�LWbS<{ry¤CDF0S2?<AIxL9:=4

"k@



10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

0

50

100

150

200

ph
as

e 
[d

eg
]

cavity detuned by 200 Hz

frequency ∆f  [Hz]

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−100

−80

−60

−40

−20

0

m
ag

ni
tu

de
 [

dB
]

cavity detuned by 200 Hz

frequency ∆f  [Hz]

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

ph
as

e 
[d

eg
]

cavity on resonance     
cavity detuned by 200 Hz

frequency ∆f  [Hz]

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−100

−80

−60

−40

−20

0

cavity on resonance     
cavity detuned by 200 Hz

m
ag

ni
tu

de
 [

dB
]

frequency ∆f  [Hz]

d�Dgaj_;>=<RÈCr� � �wLCb;<�8SfgL9:=H�L9[Æ:P4;<�:P>P6{0SHZ[]<K> oz6{:=>=D � L{["6 b;<K:P_;0S<?b 2U6UVWDF:1X ��� � �
��ÃjÃ���� � � � ��� � �,@C�NÈ ���k��riE<n[�:ObSD�6{aj>P69o\H � ~�>=690SHZ[]<K>e[]_;0S2K:=DgLj0 � ���K���N� �
ceDFaj4k:GbSD�69a9>P69o\H � ~À>P690;HZ[]<?>G[]_S0S2n:PDFLj0 � � �?���N�nrT~$4S<�:=>P690;HZ[]<?>v[]_S0;2K:PDFLj03L9[�:=4S<2U6UVWDF:1XmLj0�>=<KH=Lj0S690S2?<RDgH$lK<?>ZLSr

o\LCb;<?HO2U690�IJ<R<��C2?DF:=<?b�B7:=4S<KX�69>Z<GbS<?HZ2?>=DFIx<Kb IkXm:P>=690SH�[]<?>Ooz6Q:P>=DF2?<KH�MO4SDg254 69>=<G2?L90S0S<?2n:P<Kb
DF0�8769>=69fgfF<?f�r�/ :t476{HA:PL�IJ<z:P69Á9<K0�DF0k:PLq692K2?Lj_;0`:A:P476{:�:P4S< 	 ÉG690Sb�:P4S< �( 	 É o�LWbS<\476UVj<h68S4S69H=<�b;DFÌx<?>=<K0S2?<AL9[ 	 Dg0*:P4S<�0SDg0k:P4 2?<?fFf�DF0 MO4SDF254 :P4S<�|7<?fFb�DgH�bS<K:=<?2K:=<?bqMODF:=4�6z8;Dg25ÁjÉ1_S8690k:=<?0S076Cr-Å�<K0S2?<{BC6{0T69bSbSD�:PDgL90769fW8S4769HZ<$H=4SD�[�:-L9[ 	 4769H�:=LvIx<�698S8SfFDg<?bA>=<?HZ_SfF:=Dg0SavDF0t6yo\Dg0`_SHHZDgaj0hDg0m:=4S<v:P>P6{0SHZ[]<K>eo�6{:=>=D��zL9[À:P4S< �( 	 É o�LWbS<{r

	 É1o\LWbS< �
�
���N�>� ��� ��� � � �

� � �
�
�¹��� �¹�'� ��� � � � � � � � �¹�'� ��� � � � 0 � �

�� �
�

� � ��� ��� � � � �" � 	 É1o\LCbS< ���
� �
���N�>� 0 ��� ��� � � �

� �

� � � �
� �

� ��� � ��� ��� � � �
� �
� � � � � ��� ��� � ���

� �
0 � ���

� �� ���
� �

� �¹��� ��� � ���
� �

�
� $ � �9���N�>� �

�
���N�2� ���

� �
���N�

"j�



/10�25476{8;:P<K> � rÊÈCrÊ@CB�D�:G4769HRIx<K<?0�HZ4SL�MO0�:P4S6{:G:P4S<\b;XW0769o\Dg2KH�L9[w<?DFaj4k:�2?6UVCD�:PDF<?HR2?Lj0S0;<?2K:=<?b
Dg0�8769>=69fgfF<?f}DFHOH=Dgo\Dgfg69>�:=L\:=4S<Rb;XW0769o\Dg2?HOL9[�6\HZDg0Sa9fg<G2U6UVWDF:1X9r$¤W:P69ISDgfFDF:1XzDg0kVj<KHZ:PDFak6{:=DgLj0SH$2?690
:P4S<K>=<n[]Lj>=<GIJ<R>Z<?bS_;2?<?b�:PL\6TH=Dg0;ajfg<y2?6UVCD�:1Xjr

�m§�� � ®�°y¬ ��´m´\® � ª-±�¬q¸�ºj°vª � ±�·-ª�« � ´\º ·-»�° ¼p«K½�«n·�±�¯ � �

� °y°v² � ±A�� ¾.¿ ¸�·�°v¶
s [�:=<?>�bS<K:=<?>=o\Dg0;Dg0SaG:P4S<�Dg0Sb;DFVWDgbS_S69fSH=_;ISHZXWHZ:=<?o\H?BS:=4S<�Lj8J<?0zfgLWLj8\:=>P690;HZ[]<?>�oz6Q:P>=D �T2U6{0zIJ<�2U6{fg2?_WÉ
f�6Q:P<?b}r�d�Dg>ZHZ:Pf�XjBW:P4S<G2?L90`:=Dg0`_SLj_;Heb;<KVWDg2K<?H�69>=<G2?L90S0S<?2n:P<Kb Dg0hHZ<?>=DF<?HOajD�VCDF0Sa�� $ � � � ���N�nr

� $M��� � ���Q�?� �&$ � �9���N��� � * � �j���N��� � � � $n���N�
~$4S<�2?L90`V9<?>ZH=DgL90�[]>=L9o¹2?L90`:=Dg0`_SLj_;HE:=LObSDgHZ2?>=<n:P<�>=<K8S>=<KH=<K0`:P6{:PDFLj0ADFH�8x<K>Z[]Lj>Zo�<KbyMODF:=4R:=4S<-l?<K>=L{É Lj>=bS<K>
4SLjfFbh<?fg<Ko�<K0k:OI`Xm:=4S<v:P>=690SHZ[]L9>=o�6{:PDFLj0.<?^`_76Q:PDgL90���ÈCr��N�nr

��
���-K� �j��� .`�<0 �� ;�- � 254E6�7:9=� � �
�

& � � 0 F
�

�$- � � �*1 � 2I4�687:9=� � �
�

& ����� 9 5 ! C�D &
/ :u:P_S>Z0SH�L9_;:�:=476{:�:P4;<�DF0��7_S<K0S2?<�L9[}:=4S<�IS690Sb;MODFb;:P4�L9[}:=4S<eV9<?2n:PLj>�o�LWbS_Sfg6{:PLj>�690Sb�:=4S<eÁWf�XWHZ:P>ZLj0
2U6{0�Ix<z0S<?ajfF<?2n:P<?b}r�~$4SDgH�DgH�H=4SL�MO0%Dg0�d�Dga9_S>=<.ÈCr %�690Sb�ÈCrU";r /10�:P4SDFH �wLWbS<z8;fgL9:?B�:P4;<.bSDg>Z<?2n:
:P>=690SH�[]<?>G[]_S0S2K:=DgLj0;H � ��� � � ��� B � � � � 0 � � �R69>=<TbSDFH=8Sfg6UXj<?b�Dg0Y:P4S<\2?Lj0k:=Dg0`_SLj_SH.�]:=4SDg25ÁqHZLjfgDFbfgDF0S<��-690;bzDg0\:P4S<�bSDgHZ2?>Z<K:P<e>=<K8S>=<KH=<K0`:P6{:PDFLj0Y��:P4SDF0zb769HZ4S<?bzfgDg0;<��nr�~$4S<yH=69o�8;fgDg0;aG[]>Z<?^`_S<K0S2KX�L9[�:=4S<
bSDFajDF:P69f�H�XCH�:P<Ko DFHT�.Ä Åel9r
�wLj0SH=<K^`_S<?0k:Pf�XjB�[]>Z<?^`_S<K0S2?DF<?HAL{[�_S8Y:PL È9ÃjÃmÁWÅ�l�2U6903Ix<\Dgb;<?0k:PD�|7<?b�r
£y_S<w:=LG69fgDg69H=DF0SaSB�:P4;< �( 	 É1o\LCb;<wDgH�oz6{8S8x<Kb�[]>=Ljo "jÃjÃ�ÁCÅel�:PLR@9Ã9Ã�ÁWÅ�l9r-Ëv0\692K2?Lj_;0`:�L9[�:P4SDFH?B9:=4S<
69o\8SfgD�:P_Sb;<�bS<K2?>Z<U69HZ<?HGIkX���Ã.b ��r}~$4S<tbS<KH=2K>=Dg8C:PDgL90qL9[�:P4S<�2KLj0k:PDF0W_;Lj_SH=f�X M�Lj>=Á`DF0Samo�LWbS_SfF<�2?690
IJ<RHZDgo\8SfgD�|7<?bmIkX�0S<Kajfg<K2K:PDF0Sat:P4S<vV9<?2K:=Lj>�o\LWbS_Sf�6Q:PLj>w690Sb Á`f�XCH�:P>ZLj0�ru~$4S<R:=>P690;HZ[]<?>O[]_S0S2n:PDFLj0SHOL9[
:P4;<�bSDFH=2?>Z<K:=<e:=>P690SH�[]<?>�oz6{:=>=D �TL9[}:=4S<�2?6UVCD�:1XTMODF:P4\:1MwL�8769HZH=I7690;bmo�LWbS<?HuDgH�8SfFL9:=:=<?bz69Hw6Rb769HZ4S<?b
fgDF0S<9rG~$4S<TbSD�Ì}<K>=<K0S2?<�:=L.:P4S<To\Lj>=<�<n�W:P<K0SbS<?b�o�LWbS<Kf�MODF:=4qÁ`fFXWHZ:=>=Lj03690SbqV9<?2K:=Lj>Go�LWbS_Sfg6{:PL9>�DFH
Lj0Sf�XTVCDFH=DFISfg<�2?fgL9H=<�:=LA:P4S< �( 	 É1o\LCbS<eIS_;:�DgH�0S<KajfgDFajDgI;fg<$Dg0�:P4S<vH�:569ISDFfgD�:1X\690769f�XCHZDgHKr�~$4S<?>Z<K[]Lj>Z<9B;M�<>=<KbS_S2K<�Lj_;>$o�LWbS<?f�690Sb�Dg0kVj<KHZ:PDFak6{:=<RL90SfFX�:P4S<GbSDFH=2?>Z<K:=<R2?6UVCD�:1Xmo\LCbS<Kf�r

� $ � � � ���N�"= � $ � �9���N� � � � 
���-K� �k�
�wLj0k:PDF0`_SDg0Sa MODF:P4�:P4S<�H=<?>ZDg<KH 2?L90S0S<?2n:PDFLj0 L9[�:=4S<�:PDFo�<3bS<Kf�6UX ��
 � � � �9� �k� 6{0Sb¹:P4;<�2?Lj0k:=>=LjfFfg<?>
� $ ����� � �k��BSMw<RLjI;:P69Dg0.:=4S<GLj8x<K0*fFLCL98.:P>P6{0SHZ[]<K>eo�6{:=>=D��zL9[À:P4S<GbSDFajDF:P69fxc�d%2?L90`:=>=Ljf�H�XWHZ:P<Ko*r

� � � � � �k��� � 
���-?� �k�3� � 
 � � � �9� �k�3� � $ ����� � �k� ��ÈCr È9�
~$4S<t6{0769fFX`:=Dg2U6{fÀ<��C8S>=<KH=H=DFLj0q[]Lj>�:=4S<�HZDgo\8SfgD�|7<?bh:P>=690SHZ[]<K>yo�6{:P>ZD�� � 
���-?� �k��DFH�ajD�Vj<?0qDF0�698;8x<K0SbSD��
s rF%Cr

" �



�m§�¦ ¾ ·�± � «U¯U«K· ¿ � ¬�±�¯ ¿ ¸�«U¸���«K·-» � ´h²�° ±A¬q² � ¿�� � «U¸�·�©"¯?´t·-¸
/10q:=4S<THZ:56{ISDgfFDF:1X*690769f�XWH=DgH�[]Lj>vH=DF0Sajfg<�É1DF0S8S_;:�H=Dg0;ajfg<�É1Lj_;:=8S_;:�HZXWHZ:=<?o\H.��¤C/�¤SËµH�XWHZ:P<Ko�HP�nBEHZ:P69ISDFfgDF:1X
2K>=D�:P<?>ZD�6Y2U690�Ix<�bS<?>ZDFV9<?b¡MODF:=4 :=4S<*4;<?fg8�L9[y:P4;<*Lj8J<?0�fgLWLj8�:=>P690;HZ[]<?>\[]_S0S2n:PDgL90�r /10�:P4;DgH?B�:P4S<
2K>=D�:PDg2?69f�8xL9Dg0k:�DFH�MO4S<K>=<.:P4;<.8S4769HZ<.L9[$:=4S<.Lj8J<?0%fFLCLj83:P>=690SHZ[]<K>A[]_S0S2n:PDFLj0�>=<?69254S<KH10��#"9Ã � r s :
:=476{:t[]>Z<?^`_S<?0;2KXjB�:P4S<h0S<Kak6{:PD�Vj<m[]<?<KbSI76925Á�:=_S>=0;H\DF0k:PLq8JLjH=D�:PDFV9<.[]<?<KbSI76925Á�r�/ [�:=4S<hfgLWLj8%ak69DF0%DgH
fg69>=a9<?>$:P476{0�Lj0S<z� �y_S0SD�:1Xhak69DF0��$6{:�:=4SDgHe8JLjDg0k:UB7:=4S<A2KLj0SbSD�:PDgL90�[]Lj>OLjHZ2?DFfgf�6Q:PDgL90mDgHO[]_SfF|7fFfg<Kb�r�~$4S<
2KLj0k:P>ZLjf�fgLWLj8TDgH�_S0SH�:569ISfF<9r�~$4;DgHufgDgo\DF:=H�:=4S<�IS690Sb;MODFb;:P4�L9[}[]<K<?bSI76{25Á\2KLj0k:P>ZLjf�r�~$4;<�o\LCb;<?f7L9[x:P4S<
b;DgajD�:569f7ced�2KLj0k:P>ZLjfxH�XWHZ:P<Ko�2KLj0SH=DFHZ:=HwL9[�DF0S8S_;:^1{Lj_;:=8S_;:uVj<K2K:PL9>=HwMOD�:P4�:1M�L�2KLjo�8JLj0S<K0k:PH?BW:P4S<e>=<?69f
6{0SbYDgo�69ajDg0S69>ZXm8S69>Z:=HvL9[�:P4S<AV9LjfF:P69aj<{r�~$4S<t2KLj>=>Z<?HZ8xLj0;bSDg0Sa�@ � @�:=>P690SH�[]<?>yo�6{:=>=Dg2K<?Hyb;<?H=2K>=DFIx<oA_SfF:=D�É1DF0S8S_;:yo�_SfF:=D�É Lj_;:P8;_;:vHZXWH�:P<?o\Hm��Ä*/�Ä�Ë�HZXWH�:P<?o\H5��r��wLj0SHZ<?^`_S<?0k:=fFXjB�:=4S<\aj<?0S<K>P69f �OXC^`_SDFHZ:
2K>=D�:P<?>ZDgLj0%4S69Ht:PL3Ix<h698;8SfgDF<?b%:PL369fFfgL�M :P4S<h<n�;69o\Dg0S6{:PDFLj0%L9[e:P4S<hHZ:P69ISDFfgDF:1X�L9[e:P4S<hbSDFajDF:P69f�c�d
2KLj0k:P>ZLjfxH�XWHZ:P<Ko � i�_S0 � % �r-/ [ � � � � � �k��bS<?0SL{:P<?H�:P4S<�Lj8x<K0.fgLWLj8T:P>=690SHZ[]<K>wo�6{:P>ZD��xBk:P4S<�2?fFLjH=<Kb.fgLWLj8:=>P690;HZ[]<?>Oo�6{:P>ZD����z� �k�G�][]<K<?bSI76{25Á;�$L9[À:P4S<GH�XCH�:P<Ko DF0�d�Dgaj_;>=<GÈCr��GDgH$2?69fg2K_Sf�6{:=<?bm:PL

��� �j��� � + � � � � � � �k�  � � � � � � � �k� ��ÈCr�k�
ÅeL�Mw<nVj<?>KBJ6�I769H=DF2yDgb;<U6�MOD�:P4m>=<Kak69>Zb.:PLtHZ:P69ISDFfgDF:1XT2?690hIx<�LjI;:56{Dg0S<Kb.IkXmo�<?690SH�L{[ �wLCb;<v8SfgL9:=HwL9[
:=4S<GbSDg>Z<?2n:e:=>P690;HZ[]<?>�[]_;0S2K:=DgLj0�� � � � � ������� � � � � � � ��� r~$4S<\Lj8J<?03fgLWLj8�:P>=690SH�[]<?>v[]_S0S2n:PDgL90�� � � � � �^����L9[u:P4S<t:PL{:569f�ced HZXWHZ:=<?o�DgHvHZ4SL�MO0�DF0�6 �wLWbS<8;fgL9:GDF0�d�Dgaj_S>Z<\ÈCr � rT~�Lh<?H�:PDFoz6{:=<�:P4S<\2?>ZDF:=Dg2U6{f�ak69DF0 � $ � � � B�M�<�H�:569>�:vMODF:=4�6h£��	fFLCL98qak69Dg0YL9[L90S<��ÇfFLNM�<?H�:G2?_S>�Vj<TDg0�:=4S<to�69aj0SD�:P_SbS<�8SfgL{:��nrR~$4S<tak6{Dg0qo�69>=ajDF0 DFHybS<K:=<?>Zo�DF0S<?bYIkX�DF0S2?>Z<U69HZDg0Sa
:=4S<Yak69DF0�_;0`:=Dgfy_;0SDF:1X aj69Dg0¢DgHm>Z<U69254;<?b,6Q:m:P4S<q[]>=<K^`_S<?0S2nX 6{:hMO4SDg254¢:P4S<Y8S4S69H=<32?>ZLjH=HZ<?Hh:P4S<0R�#"jÃ���fgDF0S<9r "�<RLjI;:P69Dg0*6�2K>=DF:=Dg2?69f�ak69DF0�L{[ � $ � � � � � kÈ*�5= �9� b �$��r�/10�8S>P6{2K:PDF2?<{Bx6\ak69DF0*IJ<?fFLNMI;_;:y2KfgLjHZ<�:PL � $ � � � >=<?HZ_SfF:=HyDg0*L�Vj<?>ZH=4SLWL9:=Dg0Sam6{0Sb�LjHZ2?DgfFf�6{:=DgLj0;HO69>=Lj_;0Sb :P4;<AH=<n:P8JLjDg0k:�MO4S<?0qH�:P<?8[]_;0S2K:=DgLj0Y69>Z<t698S8;fgDg<Kbq69HvDF0S8S_;:=H?rR~$4SDgHyI;>=Dg0;ajHy_SHy:=L.:P4S<tHZ_SI��Z<?2n:GL9[u8769>=69o�<n:P<K>yLj8;:=Dgo\DglU6Q:PDgL90
DF0.[]<?<KbSI76925Á.H�XWHZ:P<Ko�HKr "�<v476UV9<R_;H=<?bm:=4S<vo�<n:P4SLWbmL9[&#}/+	  Ri 	�c¹6{0Sb���/ ��ÅyËviÀ¤ � i�_ 1 "�< �r�/ :
_;H=<?HA8769>P6{o�<n:P<?>ZHA6Q:A:P4;<�H�:569ISDFfgD�:1XqfgDFo�D�:y:PL*bS<K:=<?>=o\Dg0;<\:=4S<zLj8J<?>=6{:PDF0Sa�8xLjDF0k:AL9[w:P4S<\[]<?<?b;I76925Á
fFLCL98�r�~$4S<RLj8;:=Dgo�69fxaj69Dg0m[]Lj>O6t8S>ZLj8xL9>Z:PDFLj0769fxak69DF0m2?Lj0k:P>ZLjfgfF<?>$DFH$ajDFV9<?0hIkX

� �
	 � �¹Ã � È � � $ � � � �
d7Lj>m:=4S<YbSDgajD�:569fyc�d 2?L90`:=>=LjfGH�XCH�:P<Ko*By:=4S<�L98;:PDFo�_So aj69Dg0 MODF:=4�:=4SDgHhHZDgo\8SfgD�|7<?b¢690S69fFXWH=DFHhDgH
� �
	 � � "jÃ;ru~$4S<�o�Lj>Z<v<n�;692n:yHZ:P69ISDFfgDF:1XzDg0kVj<KHZ:=Dgak6{:=DgLj0h<KH=8J<?2?Dg69fgf�XzMOD�:P4�>=<?aj69>=b�:PLT:P4S< �( 	 É1o\LWbS<4S69H$:PLTIx<G8J<?>�[]Lj>=o\<?bmMODF:=4m:P4S<Gaj<K0S<?>=69f �eXW^`_SDgH�:�2K>=D�:P<?>ZDgLj0 � i�_S0 � %  �

� ���
 � ��  �
 ��� �  ������ �  ��  ��������� � � � �  ����� � � � � � �j� � � � � �  � � � � �  � ��� � � �  � � 	
�  �
 �������� �  �� � ��� � �  ����

��6{>=a�bS<K:���� �k�"� 0�@ � � 	
� �!� � � "#��� � 	%$ �'& � & � �  �� �)( � � � � �  � � �+* � ,� bS<n:��q� �j� � � � � � � � � �  �� � �� �.-�� � 0/� �
 � � � � � �  �� � � �  �:�%� � � � 	 � � ���  �����& � �  �� � � $/� � � �  �� � � � � � � � ,� 
 %� � � ,�
� � � � � �k�0� �  �� � ��� %� �  � *��1� � � � ���.-2- � �  �� ��� �� �43  �  ��� 	 �  �� � � � �  � � � � � � �65 &

"kÈ



"¢DF:=4YbS<K:��q� �k� � � +:� � � � � � �k� �IJ<?DF0Sa.:P4;<\b;<K:P<K>=o\Dg076{0`:GL{[u:=4S<t[]<?<KbSI76925ÁqbSD�Ì}<K>=<K0S2?<To�6{:P>ZD���ÇHZ<?<\<?^`_76{:=DgLj0���ÈWr k�;�nrT~$4S<\2?_S>�Vj<\bS<K:��q� �k�y4769HG:PLhIJ<\2?69fg2K_Sf�6Q:P<?bq[]Lj>vV{69fF_S<?HGL9[ � 69fFLj0Sa.:=4S<
_S0SD�:1X�2KDg>=2Kfg<{r�/ :�2?L9>=>=<KH=8JLj0SbSH-:=LG6v[]>Z<?^`_S<K0S2KXTH�Mw<K<?8zDF0�:P4S<OiE698;f�692K<�H=876{2?<I� � �`Ã � � � 0 � �

r-~$4S<
:P>=690SH�[]Lj>=o�6{:PDFLj0m:PL �QÉ1HZ87692?<AajDFV9<?0�IkX ��� 
 -8� ��	 o�698SHO:P4;<ADgo�69ajDF0769>�Xm6Q�CDgHO:PL\:P4S<�_S0SD�:1Xh2?Dg>Z2?fF<
Dg03MO4SDg254 ,.-GbS<?0SL{:P<?H�:P4S<.H=69o\8SfgDF0Sa�:=Dgo\<9rh~$4S<.8;>=<?2KLj0SbSD�:PDFLj0�[]Lj>R:P4S< �eXW^`_SDgH�:t2?>ZDF:=<?>=DFLj0�[]L9>
bSDFajDF:P69fjHZXWH�:P<?o\H�DFHE:=476{:À:P4S<�Lj8J<?0AfFLCL98RH�XWHZ:P<Ko�H�476UVj<w0;L�8JLjfg<KH�Lj0R:P4S<�_S0SD�:1XG2?Dg>Z2?fF<9r ��69fg2K_Sf�6{:=Dg0Sa
:P4;<�8JLjfg<KHGL9[w:=4S<\:=>P690;HZ[]<?>Ro�6{:P>ZD�� � � � � � �k�vL9[w:=4S<�b;DgajD�:569f�c�d¢2?Lj0k:=>=Ljf�HZXWH�:P<?o�XWDg<KfgbSHv:=476{:A69fgf8JLjfg<KH$fgDg<�Dg0SHZDgbS<�:=4S<G_S0SD�:1Xm2?DF>=2?fF<9BCD�r <9r�:P4;<?Dg>O6{ISH=LjfF_;:P<yV{69fF_S<vDgH$HZoz6{fgfg<K>�:=47690Y�jr-~$4S<K>=<K[]L9>=<9B7:=4S<
�eXW^`_SDFHZ:O2?>ZDF:=<?>=DFLj0z2?690mIJ<v698S8SfFDg<Kbm690Sb � � DgH�<K^W_S69fx:=Ltl?<?>ZLSr�d7Lj>wH�:569I;DgfgD�:1XjB`:P4S< �eXW^`_SDgH�:O2?_S>�Vj<
o�_SH�:�0;L9:e<?0S2KDg>=2Kfg<v:P4;<�Lj>ZDgajDF0�r�/10�d�DFaj_S>Z<AÈWrF��ÃCBS:P4S< �eXW^`_SDgH�:�2K_S>ZV9<ADFHe8;fgL9:Z:P<?b�Lj0�:P4S<GI769HZDgHeL9[
6A[]<?<KbSI76925ÁzfgLWLj8.ak69DF0.L9[���Ã9Ã;B;0SLTbSDFajDF:P69f�fgL�MO8769HZHw|7f�:P<?>v�]|7f�:P<?>w8769>P6{o�<n:P<?> � �Æ�N�nBW:PDFo�<�bS<?fg6�X, 
 �,È ��HO6{0Sbm:P4S<y[]>Z<?^`_S<?0;2KXmL9[À:P4;< �( 	 É1o\LCb;< � � � � � "jÃjÃ�ÁWÅ�l{r "¢D�:P4.:=4S<?>Z<vIx<KDg0Sat0SLTbSDFajDF:P69f
fgL�MO876{H=H�|7fF:=<?>?B`:P4;<�fFLCLj8\ak69DF0T2U690.IJ<eDg0S2K>=<U6{H=<?bz_S8�:=L � $ � � � �¹@C��Ã;r s 2?2KLj>=b;Dg0SaR:PL�:=4S<eo�<n:P4SLWbL9[ #}/+	  Ri 	�c,690Sb ��/ ��Å�Ëvi�¤JB�:=4S<GLj8;:=Dgo�_Soµ8S>ZLj8xL9>Z:PDFLj0769fxak69DF0�DFH

� � 	 � � Ã � È � � $ � � � ="��Ã9Ã �

")



10
0

10
2

10
4

10
6

−150

−100

−50

0

frequency [Hz]

am
pl

itu
de

 [
dB

]

discrete   
continuous
simplified, discrete

transfer function H11

continuous

discrete

  discrete
(simplified)

10
0

10
2

10
4

10
6

−800

−600

−400

−200

0

200

frequency [Hz]

ph
as

e 
[d

eg
]

continuous

discrete

  discrete
(simplified)

discrete   
continuous
simplified, discrete

d�Dgaj_;>=<RÈCrF% � �wLjo�8S69>=DFH=Lj0¢L9[A2?Lj0k:PDF0`_SLj_SH*690Sb�bSDgHZ2?>Z<K:P<3HZXWH�:P<?o\H DF0 �wLCb;<�8SfFL9:PH.[]L9>h:=4S<
:P>P6{0SHZ[]<K>�o�6{:P>ZD�� � ����r ~$4;< H=DFo�8;fgDF|S<?b�bSDgHZ2?>Z<K:P<*HZXWHZ:=<?o Lj0Sf�X%2?Lj0;H=DgH�:PH�L9[G6
2U6UVWDF:1X.MOD�:P4 	 É�690Sb � ( 	 É o�LWbS<9r

" %



transfer function H12
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